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64. 


SUR LA GÉNÉRALISATION D'UN THÉORÈME DE M. JELLETT, 
QUI SE RAPPORTE AUX ATTRACTIONS. 


[From the Journal de Mathématiques Pures et Appliquées (Liouville), tom. xir. (1848), 
pp. 264—268.] 


LES formules qua données M. Jellett pour exprimer les attractions d’un ellipsoïde 
au moyen de l'expression de la surface de l’ellipsoïde réciproque (t. xI. de ce Journal, 
[1846], page 92) peuvent s'étendre au cas d’un nombre quelconque de variables. 


Pour démontrer cela, je pars de cette formule 


A (ti) dedy o dæ dy .. 4 | 
[ 


ak i 
FO ra (limites à +0 =1)| 


PA eur (1), 
pe Be Tds | 
-$ a 5 T'Œn +9) VE +) +9) … 
dans laquelle n est le nombre des variables x, y, ..., et où 
=: (1 Æ gyt ‘+ —Q—1 y 
S = TC) FAT LE FE PE. ete (2), 
a b? r u? 
"Srt are Nae 
1 a? b? pi La 


me ele D, 
TH MENT CA 
formule due à M. Boole qui l’a démontrée sous une forme un peu différente (Irish 


Transactions, t. XXI.) La modification que jy ai introduite se trouve démontrée dans 
le Cambridge and Dublin Mathematical Journal, t. 11. p. 223() [44]. 


1 Cette formule peut d’ailleurs se déduire comme cas particulier de la formule très-générale de M. Boole 
que M. Cayley a démontrée dans le cahier précédent. (J. L.); [63]. 
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On déduit de là, en écrivant fx, gy, ... au lieu de x, y, .., en réduisant à zéro les 
quantités a, b, ..., u (ce qui donne aussi ņ = 0), et en donnant une forme convenable à 
la fonction #, 


(£ +y...) 4 dx dy … E =, a f ss ds P 
(f + guy ES T'(än — 2) À VE+P)G +9). ssssssssses 


(les limites de lintégrale au premier membre de cette équation étant données par 
m+p...=1). 


Donc, en écrivant 


(a +y? …)5##" da dy … 


PAT de ‘al DR FLE TES De 
er D] EE (4) 
i h (4n — Tän-2 VG+f)C+9).. RATE ee ne Mans cos see $ 


By- ; ; 4 ; n à 
Soit X’ ce que devient $, en écrivant 9 a au lieu de f, g,...: en écrivant en même 


Q | mi 


1 ; : 
temps = au lieu de s, on obtient 


27 -sds 
f ln A o 5) ; 
nt T (4n — 2) HE af; W(s+f?) (6+9)... (5); 
et de là, en écrivant 
1 d 1 d 
ns St SU OR: li, EA une E de 6), 
Pdf y P dg g (6) 
on déduit 
e. AS | ds 
F= TE > ss... 7 . 
l'in — 2) fg.. es 8 +f’ N+ fA (+9) … at 
Cela étant, remarquons que l'intégrale 
ds 
zE e 26 AAR A T AAT A 8 
J, N(s +f) (6+9)... (8) 


est fonction homogène de l’ordre (2 — n) par rapport aux quantités f, g, ... (en effet, cela 
se voit tout de suite en faisant s= f?0). Donc 


lof Gidas qui se Nouvel Ganr nor, Mint CON "des fr 
[. s+f’ es a D| IEP 


: 8 ; f3 
ou, en écrivant : 1, &c., au lieu de ———, &e., 


Hf > , s+f°? 


ge ÈN s ds M ds 
Less pen ler 
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et de là aussi 


PAPE dé à 
T ETAT ah CE CCE MO ef — EN ENTCES DCE A &ce. (10). 

Donc enfin 

æ ? FA 
Larmes | 

k 


e e os 
i (— 4 JEFA Et 
E ar ES ATT, "ETR EEREN | 
c’est-à-dire F ` 2 à 
LE ar) pen. | 
t F+G+..) ) R 77) 


__TGn—2)./g.… b2 r | 
F+G+.)--(F-@+..)-— >. | | 
g ) 


4r?” 


T7 (— 


En particularisant d’une manière convenable la formule (1), on obtient, pour le cas 


de LE .. > 1, cette formule connue 
rage, 
v=/ de dy... 
CEDEO 
et OR OURS dt CT E E LE A, a aA aaa a (13) 
ut | EON (- a 14 ) ds Žč 
“TQ aty" ENVERA: 


2 
(l'équation des limites étant, comme auparavant, S 47 + = 1) " 
et de là, vu la formule (12), résulte 


FF 
ve LE Fte. DR CF+0+. J-P- a+.) er (14) 


L'expression de X, en écrivant r cos a, r cos B,... au lieu de x, y,..., remplaçant 
da dy. par r" dr dS, et intégrant depuis r =0 jusqu'à r—1, se réduit à 


dS 
wo dl} 2 7 De De R E E E 2 
2 = f'g Le. cos” a + g° cos B + ..} 


de sorte qu'au cas de n=3 cette fonction se réduit à l'expression qu'a donnée 
M. Jellett pour la surface d’un ellipsoïde. Donc, en se rappelant que les attractions 
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sont représentées par < g pa on voit que l'équation (14) équivaut, pour ce cas, 


aux formules de M. Jellett. 


Remarquons, qu'en transformant l'intégrale (4) de la même manière dont nous avons 
transformé lintégrale (8), on obtient 


s = TP... Le 1 ) sh? ds 
T'n-1) s+f? Fs+g V(s +f) (8 + 9°). 


ce qui donne du n=3 cette expression très-simple de la surface de l’ellipsoïde aux 
demi-axes f, g, h 


EE (16), 


1 1 si ds 
3 yaf (a + x) U r u © 0000000000 17 f] 
ps SEJ sg s+) VEJE p) EF) së 
formule qui se vérifie tout de suite au cas de f=g=h. 
L'expression encore plus simple que donne l'équation (4), savoir, 
T —4 

p3 = — f'gte | pe PO anneau sensé ee (18), 

o V(s +f”) (s +g) (s +72) 


nest pas exempte de difficulté à cause de la valeur apparemment infinie du second 
membre de l'équation. 


Au cas d’une sphère, cela se réduit à 


Z=- rf? Î 
ce qui serait, en effet, exact si la formule 


> gm ds Tm ln 


o (1+9 T (m+n) 


2 stds 
0 (+s}° 


subsistait pour les valeurs négatives de m. Cela nous apprend que les intégrales de la 
forme 
Pr 
por A 0 


ne sont pas à rejeter au cas des valeurs positives de q; il est même facile, en répétant 
continuellement le procédé de réduction que nous venons d'employer, de présenter ces 
intégrales sous une forme où il n’y a plus de terme infini En m'’aidant de l’analogie 
de quelques formules qui se trouvent dans mon Mémoire Sur quelques formules du 
calcul intégral (t. XI. de ce Journal, p. 231 [49]), je crois même pouvoir avancer que 
cette intégrale doit se an par 


(k + si) ds 


9 sin on sin qm ge ETES DETETA E ETER A (20) 


où, comme à l'ordinaire, i =V —1, et où k dénote une quantité quelconque dont la 


`~ 


partie réelle ne s'évanouit pas. Mais je renvoie cette discussion à une autre occasion. 
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